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Apuntes Unidad 4

Estadisticos y Estimadores
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ESTADISTICOS Y ESTIMADORES

Un estadistico es una funcidon que toma valores de la muestra y que, por medio de
operaciones matematicas, entrega otro valor. Este valor suele ser distinto para cada
muestra. Por ejemplo, el promedio muestral X es un estadistico que se calcula sumando los

n datos de una muestra, y luego dividiendo por n.

Un estimador es cualquier estadistico que se utiliza para estimar un parametro o alguna
otra caracteristica de una poblacion de interés. Por ejemplo, el estadistico promedio
muestral X puede usarse como un estimador para el parametro media poblacional p. Por
ultimo, llamaremos estimacién a un valor particular del estimador calculado a partir de una

muestra.

Para referirnos a un parametro poblacional de forma general, utilizaremos la letra griega
theta (0), mientras que para referirnos a un estimador de este parametro utilizaremos esta
misma letra griega, pero en mayuscula y con un acento circunflejo o caret, es decir, 8. Una
estimacion la denotaremos con la letra griega minuscula theta acompanada de un caret, es

decir, 0.

Es importante notar dos aspectos acerca de la relacion entre parametros, estimadores vy

estimaciones. Estas son las siguientes:

1. Si se tienen varias muestras de una poblacion, entonces un mismo estimador 6

puede arrojar estimaciones diferentes para el mismo parametro 6.
2. Pueden existir varios estimadores distintos para un mismo parametro poblacional 6.
Dependiendo de lo que se quiere estudiar, las caracteristicas de la poblacién y las

propiedades de cada estimador, puede haber un estimador que sea mas apropiado que otro

para estimar el parametro de interés.

ESTIMACION DE PARAMETROS POBLACIONALES Y ERROR DE ESTIMACION

Para realizar estimaciones de los parametros de una poblacién por medio de una muestra,

es necesario que dicha muestra sea seleccionada de forma aleatoria.
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Recordemos que una muestra es un conjunto de n individuos o elementos de la poblacion.
En términos sencillos, se tiene que una muestra es aleatoria si los individuos tienen la
misma probabilidad de ser seleccionados. Formalmente, se tiene una variable aleatoria X
que representa el resultado de la seleccidon de una observacion en la poblacidn. Supon que
realizamos n veces el experimento de seleccionar una observacion de esta poblacion, con
cada repeticion llevada a cabo de forma independiente y bajo las mismas condiciones.
Entonces, si denotamos como XL, a la i-ésima realizacidn del experimento, la coleccidn

X,X, ., X representa una muestra aleatoria de la poblacion.

Una vez que se haya seleccionado la muestra aleatoria X ,x,, ., x de la poblacion de
interés, utilizamos el estimador © = f(X,X, .. X) para obtener una estimacién 8. Como la

muestra es aleatoria, se asume que es representativa de la poblacion. Por lo tanto, si la
muestra es de gran tamano, el parametro 6 de dicha poblacion deberia ser

aproximadamente igual a la estimacion e.

Es importante enfatizar que el valor obtenido por medio de la estimacidn puntual es, como
su nombre lo indica, una estimacion y no hay garantia de que sea muy cercano al valor real
del parametro de la poblacion. De esta manera, definimos el error de estimacion como el
valor absoluto de la diferencia entre el valor real del parametro y la estimacion realizada, es

decir:
Error de estimacién = |6 — 0|

Como la definicion de error de estimacion depende del valor real del pardametro que
estamos tratando de estimar, en la practica no es posible calcular el error de estimacion.

ESTIMAR UN PARAMETRO POR MEDIO DE UNA ESTIMACION PUNTUAL

Estimar un parametro por medio de una estimacion puntual tiene dos limitaciones

importantes:

1. La estimacién que se calcula a partir de un estimador varia de muestra en muestra,
incluso si estas muestras son aleatorias y representativas de la poblacion.

2. No es posible establecer algun nivel de confianza que se puede tener en una
estimacion especifica. En otras palabras, una vez obtenida la estimacion, no tenemos

forma de saber que tan buena es.
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Considera una variable aleatoria que sigue una distribuciéon normal en una cierta poblacion,

con parametros E(X) = uy DE(X) = o. Si se extrae una muestra aleatoria de tamafno n, la
variable aleatoria X, correspondiente al promedio muestral, sigue una distribucién normal

con pardmetros E(X) = py DE(X) = %;
n

. o
X ~ Normal (u —
)

Asimismo, una variable aleatoria X que sigue una distribuciéon normal con pardmetros py o

cumple la denominada regla empirica, es decir, se cumple que:

e |la probabilidad P(W — 0 < X < pu + o) esigual a 68,2%.
e |a probabilidad P(u — 20 < X < p + 20) corresponde al 95,4%.
e |a probabilidad de que P(p — 30 < X < u + 30) corresponde al 99,6%.

Ademas, para cada variable aleatoria continua X que se distribuye como una normal con

parametros py o, es posible definir una nueva variable aleatoria:
X —p
o

Z:

Esta nueva variable sigue una distribucidon normal estandar, cuya media es W, = 0y su
desviacion estandar es o, = 1, lo que anotamos como Z ~ N(0, 1). Esta transformacién se

conoce como estandarizacion.

Una forma de estimar un parametro u otra caracteristica de interés de la poblacidn es a
través de intervalos. Esta estimacidn consiste en determinar un rango de valores donde es
posible encontrar el valor real de un parametro de la poblacion. Este intervalo se calcula a

partir de los datos de una muestra aleatoria extraida de la poblacidn.

ESTIMACION POR INTERVALOS USANDO REGLA EMPIRICA

Para aproximarnos a una estimacion de la media poblacional a través de intervalos,
podemos usar la regla empirica para la construccion de estos. Recordemos que la regla
empirica estd asociada a distribuciones que siguen una distribucion aproximadamente

normal, por lo que aplica en este caso.
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Consideremos una variable aleatoria continua X que sigue una distribucion normal con

media p y desviacidn estandar o:

XNN(IUHO-)

Si se extrae una muestra aleatoria de tamafio de n de la poblacidn, la variable aleatoria X,
correspondiente al promedio muestral, sigue una distribucién normal con pardmetros p vy

(e} ’ 7 . .«
—. De acuerdo con estos parametros y la regla empirica, podemos representar la funcién

\n

de distribucién de probabilidad de X de la siguiente manera:

= o
X ~ Normal (,u. ﬁ)
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Figura 1: Grafico de la funcién de distribucién de X.

Entonces, la probabilidad de que la media poblacional p esté en este intervalo es
aproximadamente 68,2%.

Los limites inferior y superior del intervalo corresponden a:

T — x

/ N

Limite inferior Limite inferior
del intervalo del intervalo

SE

La interpretacion es analoga para los otros dos intervalos asociados a la regla empirica:
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- Si consideramos el intervalo de valores formado por los limites x — 2 - —=— vy

\n

x + 2 -—=, aproximadamente el 95,4% de la distribucién se encuentra a una

n

distancia maxima de dos desviaciones estandar respecto a la media y, es decir, la

probabilidad de que la media poblacional p esté a lo mas, a dos desviaciones

estandar del promedio muestral x es aproximadamente 95,4%.

- Si consideramos el intervalo de valores formado por los limites x — 3 % y
n
x+ 3 -—=— el 99,6% de la distribucién se encuentra a una distancia maxima de tres

\/ﬁ

desviaciones estandar respecto a la media p, es decir, la probabilidad de que la

media poblacional p esté a lo mas, a tres desviaciones estandar del promedio

muestral x es aproximadamente 99,6%.

FUNCION INVERSA DE LA PROBABILIDAD ACOMULADA DE UNA DISTRIBUCION
NORMAL

Consideremos una variable aleatoria Z que sigue una distribucién normal estandar, es decir,

que su media es w, = 0 y su desviacion estandar es o, = 1.

En muchas ocasiones estaremos interesados en determinar el valor z que genera una
probabilidad acumulada P(Z < z) = a. Este célculo corresponde a la funcidn inversa de la
probabilidad acumulada, es decir, ahora nos entregan la probabilidad y queremos

determinar el valor que la generd.

La expresion z notara el valor sobre el eje horizontal para el cual el area bajo la curva

queda a la izquierda de ese valor.

En caso de tener distribuciones normales que no sean la estandar, primero debemos

realizar el proceso de estandarizacion y luego buscar el valor de z.

SINTESIS

e Un estadistico es una funcién que toma valores de una muestra y que, por medio de

operaciones matemadticas, entrega otro valor. Un ejemplo es el promedio muestral X,

que se calcula sumando los n datos de una muestra, y luego dividiendo por n.
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Un estimador 0 es cualquier estadistico que se utiliza para estimar un parametro 0
o alguna otra caracteristica de una poblacién de interés. Un estimador para el

pardmetro media poblacional pes el promedio muestral X. Una estimacién 8 es un
valor particular del estimador calculado a partir de una muestra.

Es importante notar dos aspectos acerca de la relacidon entre parametros,

estimadores y estimaciones:

- Si se tienen varias muestras de una poblacion, entonces un mismo estimador

)
© puede arrojar estimaciones diferentes para el mismo parametro 0.

- Pueden existir varios estimadores distintos para un mismo parametro

poblacional 6.

Dada una muestra aleatoria x,x,, ., X de una poblacién de interés, se puede
utilizar el estimador © = f(x,,x, ., X ) para obtener una estimacion o, la que, si la

muestra es grande, 6 deberia ser un valor cercano al parametro 6. Este proceso se

conoce como estimacion puntual, y estd representado en el siguiente diagrama:

Es importante enfatizar que el valor obtenido por medio de la estimacién puntual es,
como su nombre lo indica, una estimacion y no hay garantia de que siempre sea muy

cercano al valor real del parametro de la poblacion.

La estimacion por intervalos consiste en determinar un rango de valores donde es

posible encontrar el valor real de un parametro de la poblacion.

Consideremos una variable aleatoria continua X que sigue una distribucion normal
con media p y desviacion estandar o. Si se extrae una muestra aleatoria de tamafio
de n de la poblacién, la variable aleatoria X, correspondiente al promedio muestral,

sigue una distribucidon normal con parametros p y%.
n

De acuerdo a estos parametros, podemos usar la regla empirica para construir
intervalos de valores para estimar la media poblacional p:

o En el intervalo de valores formado por los limites x —— y x + —=—

n n

aproximadamente el 68,2% de la distribucidon se encuentra a una distancia
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o

maxima de una desviacion estandar respecto a la media .

Si consideramos el intervalo de valores formado por los limites x — 2 - —=

\n

x + 2 - -, aproximadamente el 95,4% de la distribucién se encuentra a

\n

una distancia maxima de dos desviaciones estandar respecto a la media p.

Si consideramos el intervalo de valores formado por los limites x — 3 - —

n

x+ 3 -—= el 99,6% de la distribucién se encuentra a una distancia maxima

Vn

de tres desviaciones estandar respecto a la media p.



