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Aprendizaje para el siglo XXI

Apuntes Unidad 4

Antiderivadas y sus propiedades




La integral definida

b
J f®ade

es un numero, correspondiente al limite cuando n tiende a infinito de la Suma de Riemann.
En los casos en que la funcion solo toma valores positivos en este intervalo, este nimero

corresponde al area bajo la curva.

A continuacidon nos centraremos en determinar el area bajo la curva f(t) en un intervalo

[a, x], en donde a es un valor fijo y x es variable.

Obviamente, al variar el borde derecho del intervalo, el area bajo la curva también varia. Por
lo tanto, la integral relacionada a esta area ya no es un numero, sino una funcién que

depende de x y que denotaremos por

F (x) = [ fodr

a T
Fijo Variable

Notemos que en este caso el grafico de f(t) esta situado en un plano cartesiano donde el

eje horizontal corresponde a la variable t y el eje vertical a la variable y = f(t).

A continuacidn veremos ejemplos en los que podremos calcular esta area usando diferentes
métodos.

CALCULO AREA BAJO LA CURVA USANDO TRAPECIOS:

Determinemos la funcién Fa(t) que describe el drea bajo la curva de la funcion f(t) = ten

elintervalo [a, x], donde a = 0 es un valor fijo.
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ft)y=t

Fx) = /ax tdt

Notemos que la regién a la cual se le quiere calcular el area es un trapecio. Consideremos
que este trapecio tiene por bases b, B y altura h. Dado que f(t) = t se tiene que en el

trapecioB=x,b=ay h=x —a.

Usando la férmula del area de un trapecio A = iH_fM se tiene que la funcion F (x) que

describe el area bajo la curva definida por f(t) = t en el intervalo variable [a, x] es

2 2 2

X 2
Fa(x) — ff(t)dt — (x+a)(x—a) — Xx-a _ x _aT
a

2 2 2

En el caso de la funcidn f(t) = t, la funcidon que indica el area bajo la curva en el intervalo

variable [0, x] es:



2 2

_ X _ a_
Fa(x)— > >

Notemos que Fa(x) es una funcion que al derivarla se obtiene la funcion f(x) = x. En

efecto,

F) =Gty = () (=1 ) — 0=42x = x = f(»)

CALCULO AREA BAJO LA CURVA USANDO SUMAS DE RIEMANN:

: 2 : .
Consideraremos f(t) =t en el intervalo variable [a, x]. Comencemos con el caso a = 0. A
la funcidn correspondiente a esta area le llamaremos F(x).

F(x) = }tzdt
0

En este caso, no podemos aplicar la misma estrategia de calcular directamente con
formulas conocidas, sin embargo, podemos aplicar la estrategia desarrollada en las

lecciones anteriores, usando sumas de Riemann.

Recordemos que el area bajo una funcion f(x) en cierto intervalo, se puede expresar

mediante

A= lim § fx) Ax

n — oo k=1



donde:

e La equiparticion genera n subintervalos [x ,parak =1, .., n.

k—l’xk]
e ELl valor Ax corresponde al ancho de cada subintervalo, es decir, la base de cada

rectangulo.
.
e Elvalorde x,se elige en el subintervalo [xk_l,xk] , seguin sea suma inferior, superior

u otra.

-, 2 .
Nota que en este caso, la funcion f(t) =t depende de la variable t, y por lo tanto, en las
expresiones anteriores reemplazaremos x por t.

Consideremos que se le realiza una equiparticion del intervalo [0, x], como se ilustra a
continuacion:

to=0 1 to t3 EEE * R

Notemos que el ancho de cada subintervalo mide At = % . Ademas, el intervalo [0, x]
empieza en t, =0, y como cada vez se agrega un At para obtener t,t, .., entonces

t, = k At para k = 0, .., n . Si usamos la suma superior para calcular el area, dado que la

*
funcidon es creciente, entonces se elige el borde derecho t, =t en cada subintervalo

[tk—l' tk] . De esta manera, la suma superior queda:

S = § f(k At) At
k=1



Si usamos f(t) = tz, obtenemos:

S = % (k At)’ At = % Ko’ = b’ % K= (2’ § K
k=1 k=1 k=1 k=1

n
ngn+1!!2n+12
, obtenemos:

Usando la expresion de At obtenida anteriormente, y que Y, K = 3
k=1

(n+1D)(2n+1) 3
S = - X

- 2
n 6n

Resolvemos el Llimite:

li n+HE@n+l) 1
m 2 =7

n—>o 6n

Asi, el area bajo la parabola f(t) = t* en elintervalo [0, x] es la funcién dada por:

3

F(x) = [ tdt ==
0

2

Por lo tanto,
3

Fo) =) =3 = = f(x)

. . ., 3
Veamos otro ejemplo. Para eso, consideremos la funcion f(t) =t .

n
e |asuma de Riemann superior es: S = Y f(kAt) At
k=1
3 z 3
e Sjusamos f(t) =t , obtenemos: Sn = Y (kAt) At
k=1
N S
e Desarrollamos y llegamos a: Sn = k (At)
k=1
n
Usando At = = yque ¥ K = [ﬂnz—ﬂl]2 , se puede demostrar que:
k=1
2
S — (TL_+12L . x4
n 4n
Resolvemos el limite:
. (n+1) 1
lim = i



Luego, el area bajo la funcion cubica f(t) = £* en elintervalo [0, x] es la funcidn dada por:

4

F(x) = [tdt = =
0

4—x3
4

4
Notemos que F'(x) = (XT)’ = = x3, por lo que nuevamente se cumple que F'(x) = f(x)

CALCULO AREA BAJO LA CURVA USANDO GEOMETRIA Y FUNCION INVERSA:

En esta seccidon no usaremos sumas de Riemann para demostrar esta conjetura, sino que

usaremos un argumento geométrico, aprovechando la propiedad que la inversa de la

funcién raiz cuadrada f(t) = +/t es la funcién cuadratica f_l(t) =t

Partamos por encontrar un resultado que necesitaremos luego, referente a la funcion
g() =t . A continuacidn se grafica esta pardbola y se muestra en rosado el drea Ab bajo la

curva en el intervalo [0, x]. Se muestra ademas en amarillo el area AS sobre la parabola.

y

Observemos que la unién de la regidn rosada con la amarilla (suma de las areas bajo vy

sobre la parabola), corresponde a un rectangulo de base x y altura g(x) = x*. Por lo tanto,

A+A =x-x =x,
b s

donde A =x3—A .
s b

La region rosada corresponde al area bajo la parabola g(t) = t* en elintervalo [0, x].



Sabemos de las secciones anteriores que su area es:

Por lo tanto,

Ahora volvamos al problema original, de calcular el area bajo la curva f(t) =\ﬁ en el

intervalo [0, x]. A continuacion, se grafica la funcidn f(t) y su inversa f_l(t) ="

Dada la simetria entre una funcién y su inversa, se puede observar que el area bajo
f() = \/Z en elintervalo [0, x] , es igual al drea sobre su funcidn inversa f_l(t) =¢ pero en
el intervalo [0,\/§] .

Ya vimos que el area sobre la parabola g(t) = t* en elintervalo [0, x] es:

2 3
AS— 3X

En este caso, nos interesa el area sobre la parabola, pero en el intervalo [O,\/;], por lo que

bastaria reemplazar x por\/i en la expresion anterior. Obtenemos:

3

A =% 0 =5

Ilgualamos esta area, con el area bajo f(t) = \/Z en el intervalo [0, x], y obtenemos:



3

Fx) = }ﬁdt =2 x?
0

Notemos que al igual que en las secciones anteriores, se cumple F'(x) = f(x) .

Comprobemos esto, a continuacion.

Sabemos que el area bajo f(t) = \/E en el intervalo [0, x] es:

3

{\/Zdt =%x7

Por lo tanto, al restar el area bajo f(t) = \/E en el intervalo [0, x], menos el area bajo

f@ = \/E en el intervalo [0, a], obtenemos:

3

X X a 3 3
[lede = fede = Joede =" =S

SeaF (x) = }JZ dt .

3
Nota que Fa(x) =Fx)+ C,conC= - % a’ . Dado que C es una constante, entonces al

igual que F(x), esta funcidon también satisface Fa'(x) = f(x), donde recordemos f(t) = \ﬁ

es la funcidon que se estd integrando.

ANTIDERIVADA

Si para todo x en el intervalo [a, b] se cumple que F'(x) = f(x). Se dice que F(x) es una

antiderivada de f(x) en ese intervalo.

Por ejemplo, F(x) = XT es una antiderivada de f(x) = x en cualquier intervalo, ya que

FO) =) =4 @) =+ @0 =x

La antiderivada de una funcidon no es Unica. En el ejemplo anterior se puede ver que
2 2
Gx) =5+ 1y Hx) =5 - % también son antiderivadas de f(x) = x, ya que también

cumplen que G'(x) = H'(x) = x = f(x).



Dado que la derivada de una constante es igual a 0, al sumar una constante a una

antiderivada se obtiene otra antiderivada.

Lo anterior sugiere que dos antiderivadas de una funcidn solo pueden diferir en una

constante. En efecto, si Fl(x) y Fz(x) son antiderivadas de f(x) en [a,b] entonces

Fl'(x) =f(x)y FZ'(x) = f(x) . Si derivamos la funcion D(x) = Fl(x) - Fz(x) se tiene que:
D'() = (F,(0) = F,(0)' = F/(®) = F, () = f(x) = f(x) = 0

Las Unicas funciones cuya derivada son iguales a cero son las funciones constantes, por lo

que se deduce que D(x) es una constante, es decir, la diferencia entre Fl(x) y Fz(x) es una

constante.

Lo anterior motiva la siguiente definicion: Si F(x) es una antiderivada de f(x) sobre un
intervalo [a, b] y C es una constante cualquiera, entonces F(x) + C.

Se conoce como la familia de antiderivadas de f(x) en ese intervalo, y expresa todas las

posibles antiderivadas de f(x).

En la seccion anterior comprobamos que la funcidn
X
F(x) = [ f(t)dt
a

es una antiderivada de f(x), en los casos en que f(x) = x, f(x) = xz, fx) = X yf(x) = \/;

. Es decir, comprobamos que para estos cuatro casos, la funcién F(x) = [ f(t) dt, que
a

entrega el area bajo la curva f(x) en el intervalo variable [a, x], es antiderivada de f(x).



La siguiente tabla resume las antiderivadas obtenidas en la seccion anterior:

Funcion Familia de antiderivadas
fx) = x Fx) =2+ C
f(x)=x2 F(x) =%3+C
) =x° F(x) = T +C
fo) =k =x° Feo ="T§+ ¢

En todos estos casos, la constante C se puede asociar al area bajo la curva definida por f(t)

en el intervalo [0, a], es decir a la integral definida:

{ f(©) dt

Siguiendo el patrén que se observa en la tabla, podemos conjeturar que la familia de

antiderivadas de f(x) = x" es:

n+1l

F(x) ===+ C , donden #— 1

En efecto, por férmulas y propiedades de derivada sabemos que:

n+1

. , +1)x"
Fio) = () ===

n

n+1
X

n+1

Por tanto, F(x) = + C es antiderivada de f(x) = x",



ANTIDERIVADA DEL PRODUCTO ENTRE UNA CONSTANTE Y UNA FUNCION:

Para encontrar la antiderivada F(x) del producto entre una constante k y una funcion g(x),
es decir f(x) = k - g(x), basta hallar primero una antiderivada G(x) para la funcion g(x),
olvidandose por un momento de la constante k. Una vez encontrada G(x), se debe

multiplicar por la constante k. Con este procedimiento se obtendra una antiderivada de

f(x) =k - g():
Si f(x) = kg(x), entonces F(x) = k G(x)

Veamos un ejemplo para entender la propiedad. Para esto, comencemos trabajando con la
funcion f(x) = 5x y busquemos una antiderivada F(x), es decir, buscamos una funcion que

satisfaga lo siguiente:
F'(x) = 5x

Una estrategia para hallar una antiderivada es conjeturar qué tipo de funcion deberia sery a

partir de esto, hacer ajustes para dar con la funcién correcta.

Buscamos una funcion que al ser derivada nos entregue una funcion lineal. Esta
caracteristica la hemos observado en las funciones cuadraticas. La funcién no puede ser
lineal ni afin pues sus derivadas son constantes, y tampoco puede ser exponencial, pues su

derivada seria exponencial también.

Supongamos que la familia de antiderivadas de f(x) tiene la forma cuadratica

F(x) = ax’ + bx + c.

SiF(x) = ax’ + bx + ¢, entonces F'(x) = 2ax + b.

Como F(x) es una antiderivada de f(x) = 5x entonces se debe cumplir que:
F'(x) = 2ax + b = 5x

De este modo los coeficientes pueden tomar los valores:

2a =5 = a=%

b=0

A partir de lo anterior podemos escribir la expresion de una antiderivada particular de

f(x) = 5x como:



F(x) =%x2

Notemos que F(x) se puede reescribir como:

Fx) =5 ="

Esto lo hacemos porque nos permitira comprender mejor la estructura de esta antiderivada.

Por otra parte, observemos que la funcidon f(x) es el resultado de multiplicar una
constante, en este caso 5, con la funcion g(x) = x:

f(x) =5x =59(x)

Recordemos de la clase anterior que una antiderivada para g(x) = x, es la funcidn

G(x) = %xz, de este modo se tiene la siguiente igualdad:

f)=5-x=5-g(x) =56 =[5 6]
De esta manera, una antiderivada particular de f(x) = 5 - g(x) es la funcion:
F(x) =5-G(x)

Es importante destacar que en este analisis, fue fundamental la propiedad algebraica de
las derivadas usada en la dltima igualdad, es decir, [5 - G(x)]' = 5 - G'(x). Este ejemplo
particular muestra que la propiedad de multiplicaciéon por escalar de la derivada es
heredada por la antiderivada.

ANTIDERIVADA DE SUMA'Y RESTA DE FUNCIONES:

Para encontrar una antiderivada F(x) de una funcion f(x) que es resultado de la suma de
dos o mas funciones (u(x), v(x), w(x), etc.) basta con hallar primero cada una de las

antiderivadas de dichas funciones (U(x), V(x), W(x), etc.) y luego sumarlas.

Si f) =ulx) + v(x) + wkx) + .. , entonces una antiderivada es
Fx)=Ux) +V(x) + W(x) + ..

Notemos que, en general, cuando se tiene una resta de funciones del tipo
f(x) = g(x) — h(x), la funcidn f(x)se puede reescribir como una suma anadiendo un
producto por escalar con k =— 1:

fO) =9 —h(x) =g + (=1 - h®x



Esto resulta conveniente, porque al calcular la antiderivada de F(x) se pueden usar las
propiedades ya estudiadas de suma y producto por escalar. Asi, si G(x) es una
antiderivada para g(x) y H(x) es una antiderivada de h(x), se obtiene que una antiderivada
F(x) es:

Fx) =6 + (=1 - Hx) = G(x) — H(x)

Para encontrar una antiderivada F(x) de una funcidon f(x) que es resultado de la resta de
dos funciones u(x) y v(x) basta con hallar primero cada una de las antiderivadas de dichas

funciones U(x),V(x) y luego restarlas.
Si f(x) = u(x) — v(x), entonces F(x) = U(x) — V(x)

Hagamos un analisis similar al realizado en la seccion anterior para estudiar la propiedad de

la suma de antiderivadas.

Comencemos analizando la siguiente funcién:
2
f(x) =x + 5x

La funcion f(x) = X + 5x es una funcién cuadratica, por lo tanto su antiderivada, F(x),

deberd ser una funcidn cubica.

Supongamos que la antiderivada de f(x) tiene la forma F(x) = ax’ + bx’. Al derivar F(x)

resulta:
F'(x) = 3ax’ + 2bx
Como F(x) es una antiderivada de f(x) = x° + 5x entonces se debe cumplir que:
' 2 2
F'(x) = 3ax + 2bx = x + 5x

De este modo los coeficientes deben ser:

3a=1 = a %

2b=5 = b==

A partir del resultado anterior, tenemos una expresion para una antiderivada de

fG) =% + 5x:



3 2
F(x) =%x +%x

Esta expresidon para F(x) estd compuesta por la suma de dos funciones, llamémoslas G(x) y

H(x). Notemos que:

1.3 . 2
® G(x) =, esunaantiderivada de x .

e H(x) = % xz, es una antiderivada de 5x.

En efecto, si reescribimos la funcion f(x) como la suma de las funciones g(x) = X y

h(x) = 5x, cuyas antiderivadas son G(x) y H(x), respectivamente, se cumple que:
f(x) =g + h(x) = Fx) = Gx) + HX)
ya que al desarrollar F'(x) resulta:
Fi(x) =[6(x) + HX)]' = 6¢'(x) + H'(x)
F(x) = (=x) + (=x) = x' + 5x
F'(x) = f'(x)
Finalmente, la familia de antiderivadas de f(x) es:

1 3 5 2
T X + =X + C

Nuevamente en este analisis, fue fundamental la propiedad algebraica de la suma de las
derivadas. Lo que hemos mostrado en este ejemplo particular es la propiedad de la suma

de las antiderivadas que es una consecuencia de las propiedades de las derivadas.



PROPIEDADES DE LA ANTIDERIVADA

Sean F(x) y G(x) antiderivadas de f(x) y g(x), respectivamente; y a y b constantes. La
siguiente tabla resume las propiedades de la antiderivada de la suma, resta, multiplicacién
por escalar, y combinacidn de las anteriores. Todas estas propiedades se heredan de las

propiedades de la derivada.

., Antiderivada .
Funcion . Propiedad
particular
La antiderivada de la suma de funciones,
fx) + g(x) F(x) + G(x) o
corresponde a la suma de las antiderivadas.
) ® Fx) - GO La antiderivada de la resta de funciones,
x) — g(x x) — G(x
g corresponde a la resta de las antiderivadas.
La antiderivada de la multiplicacién por
af(x) a F(x) escalar de una funcidn, corresponde a la
antiderivada de la funcidn por el escalar.
La antiderivada se obtiene al combinar las
af(x) + bg(x) aF(x) + bG(x) . .
propiedades anteriores.

En todas las antiderivadas anteriores, para obtener la familia de antiderivadas habria que

sumar una constante C.



EJEMPLO

Supongamos que queremos buscar la familia de derivadas de la funcion:
2
f(x) = 2x — 3x

Notemos que f(x) corresponde a la resta de las funciones 2x y 3x2, entonces para calcular
una antiderivada, basta con calcular sus antiderivadas y luego restarlas.

Dado que 2x = 2 - x, entonces para determinar una antiderivada, basta con encontrar una

antiderivada de x, y luego multiplicarla por 2.

2 2
Una antiderivada de x es =, por lo tanto, una antiderivadade 2 - xes 2 - = = X

y S 2 2 ¥ 3
De manera analoga, una antiderivadade 3x = 3 - x es3 % =x .

De esta forma, una antiderivada de f(x) = 2x — 3x" es

F(x) = -

Para determinar la familia de antiderivadas, bastaria con agregar una constante C

arbitraria:
xz - x3 + C
Comprobamos:

(xz—x3+C)'=2x—3x2+O=2x—3x2=f(x)



SINTESIS

e Definimos la funcion Fa(x) correspondiente al area bajo la curva f(t) en el intervalo

[a, x], mediante integrales, como:

F ) =[f@®d

e Mediante el calculo del drea de un trapecio, demostramos que:

e Usando propiedades geométricas de una funcidn y su inversa, demostramos que:
x 5 3
_ 2.2
f\ﬁdt =X
0

e Extendimos los resultados anteriores a integrales en el intervalo [a, x].

e Definimos antiderivadas de una funcion f(x), como una funcidén F(x) tal que

F'(x) = f(x) enunintervalo.

e Vimos en particular que todas las funciones Fa(x) correspondientes al area bajo la

curva f(t) de los puntos anteriores, en el intervalo [a, x] son antiderivada de f(x).

e Demostramos que paran #— 1 la antiderivada de f(x) = x" es:

n+1

F(x) ===+ C

e Si una funcion f(x) se puede expresar como el producto de una funcién g(x) por un
escalar k, entonces una antiderivada de dicha funcion f(x) se puede obtener
calculando una antiderivada de g(x) por si sola y luego multiplicarla por el escalar k.
A esta propiedad se le conoce como la propiedad de la multiplicacién por escalar

de las antiderivadas.



Si una funcién f(x) se puede expresar como la suma o resta de dos o mas
funciones, una antiderivada F(x) de dicha funcidon se puede obtener calculando la
antiderivada de cada una de las funciones por separado y luego sumarlas o restarlas
segun corresponda. A esta propiedad se le conoce como la propiedad de la sumay
resta de las antiderivadas.



