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Concavidad y criterio de la segunda derivada
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CONCAVIDAD DE UNA FUNCION Y REPRESENTACION GEOMETRICA

En lecciones anteriores usamos derivadas para determinar el crecimiento, decrecimiento y extremos de una
funcidn. En esta leccion, analizaremos la concavidad, que es otra caracteristica de la funcidon que proporciona
informacidn adicional sobre su comportamiento.

Intuitivamente, la concavidad se relaciona con la forma en que se curva el grafico de una funcién. Observa el

grafico de las siguientes funciones:

fox) =« g =— 2 h(x) = x

Se puede observar que:
e El grifico de f(x) se curva hacia arriba.
e El grafico de g(x) se curva hacia abajo.
e El grafico de h(x) no se curva.

En el ejemplo anterior, f(x) es cdncava hacia arriba y g(x) es concava hacia abajo. La funcidn h(x) no es
concava hacia arriba ni hacia abajo, ya que no se curva.

Hay funciones que presentan una combinacion de los comportamientos descritos.



Examinaremos algunos casos de forma grafica. Por ejemplo, observa el siguiente grafico.

Notemos que f(x) no presenta un Unico comportamiento, sino que es concava hacia arriba o hacia abajo

dependiendo de los intervalos senalados:

- f(x) es concava hacia abajo en el intervalo ] — o, — 1].

- f(x) es concava hacia arriba en el intervalo ] — 1, oo|.

De manera general, podemos caracterizar la concavidad de una funcién geométricamente de las siguientes

formas:

f(x) es concava hacia abajo en el intervalo ]a, b si:

Para todo c y d en el intervalo, el segmento que une
los puntos (c, f(c)) vy (d, f(d)) queda por debajo del
grafico de f(x).

Para cualquier valor ¢ en ese intervalo, la recta

tangente en (¢, f(¢)) esta por encima del grafico de

f0.
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RELACION ENTRE DERIVADA Y CONCAVIDAD DE UNA FUNCION
Sea f(x) una funcién derivable en el intervalo Ja, b[:
e Sif'(x) es creciente en ]a, b[, entonces f(x) es céncava hacia arriba en dicho intervalo.
e Sif'(x) es decreciente en ]a, b[, entonces f(x) es cdncava hacia abajo en dicho intervalo.

Observa el siguiente grafico, correspondiente a la derivada de una funcion f.
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A partir de la imagen, notamos que:

> f'(x) es creciente en los intervalos | — o, — 3[, ]0,2[ y ]5, [. Por lo tanto, f(x) es cdncava hacia
arriba en dichos intervalos.

- f'(x) es decreciente en los intervalos | — 3,0[ y ]2, 5[, por lo que f(x) es concava hacia abajo en esos
intervalos.

Recordemos, ademas, que la funcidn sea creciente o decreciente depende del signo que toma la derivada de
esa funcién en el intervalo. Si la derivada es positiva, la funcidn es creciente, y si la derivada es negativa, la

funcidn es decreciente. Luego, se cumplira que dada una funcién f(x) derivable en el intervalo ]a, b[:

e Sila derivada de f'(x) es positiva en ]a, b[, entonces f'(x) es creciente en ]a, b[, y por tanto, f(x) es
concava hacia arriba en dicho intervalo.

e Si la derivada de f'(x)es negativa en ]a, b[, entonces f'(x) es decreciente en ]a, b[, y por tanto, f(x)
es céncava hacia abajo en dicho intervalo.



La definicion de concavidad de una funcion derivable f(x) que hemos construido requiere de la nocion de
derivada de la derivada de la funcion. Esta nueva funcién se conoce con el nombre de segunda derivada y se

denota por f"(x).

Los analisis de los graficos que hemos realizado previamente, se pueden generalizar a otras funciones, de

manera que podemos concluir la siguiente relacion entre concavidad y derivada:
Sea f(x) una funcidn cuya segunda derivada f"(x) existe en el intervalo ]a, b|.
a) Sif"(x) > 0 paratodo x en ]a, b[, entonces f(x) es cdncava hacia arriba en ese intervalo.

b) Sif"(x) < 0 paratodo x en ]a, b[, entonces f(x) es cdncava hacia abajo en ese intervalo.

En las siguientes imagenes se puede ver la relacion entre la concavidad de f(x), el crecimiento o

decrecimiento de f'(x) y el signo de f"(x) en un intervalo.
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Intervalo |zy, zs]
f(z) concava hacia abajo
1'(z) Decreciente

M) <0

Intervalo |z, oo
f(x) concava hacia arriba
f’(x) Creciente

f'(z) >0
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PUNTOS DE INFLEXION

Ya disponemos de criterios que involucran la primera o la segunda derivada para decidir si una funcién es
concava hacia arriba o hacia abajo en un intervalo, sin embargo, aun falta saber como determinar los

intervalos que se deben analizar.

Los bordes de estos intervalos corresponden a las abscisas de los puntos del grafico de f(x) donde
posiblemente cambie la concavidad. Los puntos donde efectivamente cambia la concavidad de la funcidn se

conocen como puntos de inflexion.
Si (¢, f(€)) es un punto de inflexion del grafico de f(x), entonces f'"'(c) = 0 o f"(¢) no existe.

Es importante tener claro que la afirmacidn anterior no es necesariamente cierta en el sentido contrario. Es

decir, si f""'(c) = 00 f"(¢) no existe, no es seguro que (¢, f(c)) sea un punto de inflexion.



Observa la siguiente imagen:

-2 -18 -16 -14 -12 -1 -08 06 -04.---02 0 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 18

Observamos que la primera derivada f'(x) es siempre creciente, por lo tanto, la concavidad es siempre la

misma. En el grafico vemos que la derivada de f(x) = x* (curva amarilla) sigue siendo creciente cuando pasa
por el punto (0, 0). De acuerdo a lo que revisamos antes, esto indica que al pasar por ese punto no cambia el

sentido de la concavidad.

Que f"(c) = 0 o f"(c) no exista solo indica que (¢, f(c)) es un posible punto de inflexion de f(x). Solo
después de verificar que f(x) cambia de concavidad en ese punto, se puede afirmar que es efectivamente un

punto de inflexion.

DETERMINAR PUNTOS DE INFLEXION Y CONCAVIDAD DE UNA FUNCION

Proponemos el siguiente procedimiento general para determinar la concavidad y puntos de inflexién de una

funcion f.
1. Calcular la segunda derivada f"'(x).
2. Determinar los valores de x donde f"(x) = 0.
3. lIdentificar los intervalos que se generan a partir de esos valores.
4. Determinar el signo de f"(x) en cada intervalo mediante una tabla de signos.

5. Observar el signo de f"(x) para reconocer en qué intervalos f es concava hacia arriba y hacia abajo, y
determinar puntos de inflexion (donde haya cambios de concavidad).



A modo de ejemplo, estudiemos algebraicamente la concavidad de la funcion:
h(x) = x—6x’
Seguimos los pasos enunciados anteriormente:
1. Derivamos dos veces h(x) = x - 6x° y obtenemos:
R'(x) = 12x° — 36x = 12x(x — 3)
2. Lasegundaderivadaseanulaenx = 0yx = 3.

3. Consideramos entonces los intervalos:

] — o,0[, ]0,3[ , ]3,+ oof

4. Estudiamos el signo de la segunda derivada:

Expresion ] — o0,0[ 10, 3[ 13,4+ oof
12 + + +
x - + +
x—3 - - +
h"(x) = 12x(x — 3) + - +

5. Concluimos que h(x) es concava hacia arriba en ] — o,0[ y en ]3,+ oo[, y cdncava hacia abajo en
10,3[. En x =0 y x = 3 hay cambio de concavidad, por lo tanto, dichos puntos son puntos de
inflexion.

CONCAVIDAD PARA DETERMINAR MINIMO Y MAXIMOS LOCALES DE UNA FUNCION

La concavidad de una funcién no solo permite comprender la forma que tiene su grafico, también puede
ayudar a establecer si los niumeros criticos de una funcidn corresponden a valores en donde la funcion alcanza
maximos o minimos locales.



Consideremos una funcion f(x) tal que existe f"(x) y es continua en un intervalo abierto que contiene a c. Si

f'(c) = 0, entonces:
e Sif"(c) > 0,entonces f(c) es un minimo local.
e Sif"(c) < 0,entonces f(c) es un maximo local.

e Sif"(c) =0, el punto f(c) puede ser, o no, un extremo local. Para decidirlo, se debe analizar si la
primera derivada cambia o no de signo en ese punto.

En el caso en que c es un punto critico y f'(c) no existe, no es posible utilizar el criterio ya que f"(x) no esta
definida.

Por ejemplo, analicemos el siguiente grafico, correspondiente a una funcién f:

Se observa que la recta tangente a f(x) en el punto (c, f(c)) es una recta horizontal, lo que indica que
f'(c) = 0, y por tanto ¢ seria un numero critico de la funcidn, que corresponde a la primera condicion senalada
en el enunciado. La segunda condicion es que f''(c) > 0, que de acuerdo a lo visto en la seccidén anterior
indica que f(x) es cdncava hacia arriba en algun intervalo que contiene a c. Asi, tenemos que ¢ es un numero

critico de la funcion, y ademas f"'(c) > 0.

Veamos ahora un ejemplo algebraico. Para eso, analicemos la funcion g(x) = X’ - 6x" . Su primera derivada

es g'(x) = 3x° — 12x = 3x(x — 4), cuyos numeros criticossonx = 0y x = 4.

Derivamos g'(x) = 3x° — 12« para obtener la segunda derivada de g(x):



g'(x) = 6x — 12

Evaluamos la segunda derivada en los nimeros criticos:

g"(0) =— 12 < 0, por lo tanto en x = 0 hay un maximo local.

g"'(4) = 12 > 0, por lo tanto en x = 4 hay un minimo local.

SINTESIS

En esta leccidon estudiamos la relacidn entre concavidad de una funcién f(x) y su segunda derivada:

o Si f"(x) > 0 para todo x en cierto intervalo, entonces f(x) es concava hacia arriba en ese
intervalo.

o Si f"(x) < 0 para todo x en cierto intervalo, entonces f(x) es concava hacia abajo en ese
intervalo.

Los puntos donde f(x) cambia de concavidad, se conocen como puntos de inflexion.

Estudiamos también el criterio de la segunda derivada para determinar extremos locales: Sea f una

funcion cuya segunda derivada existe y es continua en un intervalo ]a, b[. Consideremos ¢ € ]a, b[ tal
que f'(c) = 0:

o Sif'(c) > 0, entonces f(c), es un minimo local.
o Sif'(c) < 0, entonces f(c) es un maximo local.

o Sif'(c) = 0, hay que analizar el signo de la primera derivada para concluir.



