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RAZON DE CAMBIO
Consideremos el problema de calcular como varia la superficie de una esfera, a medida que su radio aumenta.

Recordemos que la superficie S de una esfera de radio r se calcula como:

2
S = 4nr
Nos interesa en particular saber cuanto cambia la superficie de la esfera cuando su radio es 10 cm y 20 cm.
({Cuando crees que la esfera aumenta mas su superficie? ;Cuando su radio es 10 cm o cuando es 20 cm?

Responderemos esta pregunta calculando la razén de cambio instantanea cuando el radio mide 10 cm y

20 cm.
Para responder esta pregunta, veamos primero algunos conceptos.

La razon de cambio corresponde a la medida de cuanto se modifica una variable en relacion a otra. Se
expresa como una razon, y se calcula como la variacidn de la variable de interés, dividida por la variacion de la
otra variable. Asi por ejemplo, si queremos calcular la razéon de cambio de una variable y respecto a otra

variable x, debemos calcular primero lo que varia y: Ay = Y, = Y, Y lo que varia x: Ax = X, = x. Luego,

dividimos ambos resultados y obtenemos la razén de cambio:

Ay %7

Ax _
X X2 Xl

Las unidades de la razén de cambio de una variable dependiente y en funcidon de otra variable independiente
X son:

unidades y
unidades x

Asi, por ejemplo, si la variable dependiente y esta en metros, y la variable independiente x en segundos, la
razén de cambio se mide en m/s. En este caso, la variable dependiente S se mide en cm? y la variable
independiente r en cm, por lo tanto, la razdn de cambio se mide en cm?/cm.

La tabla a continuaciéon muestra la razén de cambio entre un instante r = 10 y un instante r = 10 + Ar, para

un valor de Ar dado. Nota que la razén de cambio media no esta definida cuando Ar = 0.



Expresién razdn de cambio Valor de la razén de cambio
A
r r S(r+4r) — S(r) cm’/cm
Ar
10 L 5(10+1)1— 5(10) g4
10 0,1 5(104-0,1) — S(10) 80, 41
0,1
S(10+0,005) — S(10)
10 0,005 0,005 80,02m
B 5(10—0,005) — S(10)
10 0,005 = 0,005 79,98m
10 0,1 5(10—-0,1) — S(10) 79, 61
-0,1
10 . 5(10—1_)1—5(10) 26

Por otro lado, tenemos el concepto de razén de cambio instantanea. Para calcular esta, basta aplicar limite a

la razdn de cambio. Es decir, en este caso calcularemos:

S(r+h) —S(r)
h

c(r) = lim
h=0

Volviendo a la pregunta de cuando crece mas rapido la superficie de una esfera, si cuando el radio es 10 cm o

cuando es 20 cm, la responderemos calculando la razén de cambio instantanea parar = 10y r = 20.

e r=10cm:

Debemos calcular:

S(10+h) — 5(10)
h

c(10) = lim
h =0

Reemplazando la expresidn que definimos inicialmente para S(r), obtenemos:

(4m(10+h)%) — (4m10%)
h

c(10) = lim
h=0

Expandimos el cuadrado de binomio en el numerador:



(4m(10° + 2-10-h + h°) — (4w10%)
h

c(10) = lim
h=0

Multiplicamos y simplificamos términos:

_ (4m10° + 4210k + 4h’) — (4w107) . (4m2-10-h + 4mRD)
c(10) = lim h = lim h

h—0 h—0

Factorizamos por h en el numerador:

h (4120 + 41h)
h

c(10) = lim
h=0

Simplificamos h en el numerador y el denominador y evaluamos el limite:

c(10) = lim (4n-20 + 4nh) = lim (4n-20+4m-0) = lim (@4mn 204+ 0) = 4mn -

h—0 h—0 h—0

Finalmente obtenemos:

c(10) = 80m cmz/cm

r=20cm:

Podemos resolver de manera analoga al caso anterior, solo que ahora calculando el limite:

S(20+h) — S(20)
h

c(20) = lim
h =0

Si reemplazamos S(20 + h) y S(20) a la expresion, obtenemos:

41040k + 41th’

c(20) = lim h

h—0

Factorizamos por h en el numerador, y la simplificamos en el numerador y denominador:

h (41-40 + 41th
c20) = lim T - ) _ lim  (4n - 40 + 4mh)
h—0 h—0

Evaluamos el limite:

20



c(20) = lim (47 - 40 + 0) = 4t - 40
h—0

Finalmente obtenemos:

c(20) = 160m cmz/cm

A partir de los calculos realizados para ambos casos, podemos observar que:

- La razdn de cambio instantanea de la superficie de la esfera cuando su radio mide 10 cm es 80m
cm?/cm, mientras que cuando su radio mide 20 cm es 160T cm?/cm.
- A partir de los puntos anteriores, se concluye que la superficie de la esfera aumenta mas cuando su

radio mide 20 centimetros.

DERIVADA DE UN PUNTO
La razoén de cambio de una variable y = f(x) respecto a su variable independiente x es:

Ay _f @A) — f()
Ax Ax

Se define la razén de cambio instantanea en x = x, como el limite de la razdn de cambio cuando Ax tiende a

0:
flx +0%) = f(x,)
Ax

lim
Ax = 0

La velocidad instantanea vista en la clase anterior es un ejemplo particular de razén instantanea de cambio.

Asi como la velocidad instantanea se interpreta como la pendiente de la recta tangente, la razén instantanea

de cambio en x = X, también corresponde a la pendiente de la tangente al grdfico de f(x) en el punto

(x,, fGx).

A partir de la nocidn de razdn de cambio instantanea, que tiene una interpretacién en contexto, se define la
derivada que es un concepto matematico abstracto. La derivada de f(x) en x = X, esta dada por:

fla +h) = £(x,)
f(x) = lim -
0 h—0

La derivada de f(x) enx = x, se designa usualmente con la notacidn f'(xo).



En resumen, razén de cambio instantdnea, velocidad instantanea y pendiente de la recta tangente son

conceptos equivalentes, que se agrupan en el concepto de derivada.

CASOS EN QUE LA DERIVADA NO EXISTE

En esta seccion analizaremos graficamente en qué casos la derivada de una funcidén en un punto no existe.

Analicemos la funcién raiz clbica: f(x) = /x

(Es posible trazar la recta tangente a f(x) en x = 0 (la recta vertical que coincide con eje de las ordenadas)?
Usemos la definicidn de derivada, que vimos anteriormente:

fa,+h) - f(x,)
fi(x) = lim -
h— 0

En este caso queremos calcular la pendiente de la recta tangente a f(x) en x = 0. Es decir, f'(0).

f(0+h) — £(0)
0 h

Debemos calcular f'(0) = glm ,donde f(x) = \3/; De esta manera queda:

3
o Ah .
lim = lim = lim
hoo h K50 3,2  hoo 3,2

P = i Oy T, o0

Este limite no existe, y por lo tanto, f'(0) tampoco.

Analicemos ahora el caso de la funcion h(x) que se muestra en el grafico a continuacion.



(Es posible trazar la recta tangente a h(x) en x = 17

Observamos que las pendientes de las rectas tangentes por la izquierda y la derecha de x = 1 son distintas.

o
~
w
=
o

Lo anterior se puede probar también, usando los limites laterales. Mas aun, notemos que la curva de la

funcidn presenta una "punta" en x = 1.

Se concluye que la pendiente de la recta tangente no estd definida, por lo tanto, la recta tangente tampoco.

Luego, f'(0) no existe.

Vimos dos casos en que la derivada de una funcion en un punto no existe:

e Cuando la recta tangente es vertical, su pendiente no esta definida y por tanto la derivada en ese

punto tampoco.
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e Cuando el grafico presenta una “punta” como en el segundo ejemplo, las tangentes por la izquierda y

la derecha no coinciden, lo que implica que la derivada no existe.
SINTESIS

e Larazon de cambio instantanea de f(x) respecto de x, cuando x = X, corresponde al limite:

fx,+0x) = f(x)
Ax

lim
Ax = 0

e La razodn instantdanea de cambio en x = X, se puede interpretar como la pendiente de la recta tangente
al grafico de f(x) en el punto (x,, f(x)).

e |aderivadade f(x)enx = X, corresponde al limite:

flxyth) = fx)
f'(xo) = lim A
h=0

e Si la recta tangente al grafico de una funcion f(x) en un punto (xo, f(xo) ) es vertical, su pendiente no

esta definida y por tanto f'(x)no existe.

e Cuando el grafico de una funcidn presenta una “punta” en (xo, f(xo) ), las tangentes por la izquierda y

la derecha no coinciden, lo que implica que f'(xo) no existe.




