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Aprendizaje para el siglo XXI

Apuntes Unidad 1

Funcidn inversa




MAQUINA INVERSA

Nos referimos a un problema inverso cuando su resolucidn requiere encontrar la preimagen de un valor en el

recorrido de una funcidn.

La funcidn que resuelve el problema inverso para una funciéon D se conoce como funcidn inversa de D, y se le

-1
anotacomo D .

Por ejemplo para D, la funcidon que representa la distancia recorrida asociada al viaje de Concepcidon a Temuco,

tenemos que D_1(120) = 80. Este valor indica que el vehiculo pasa por el kildmetro 120, a los 80 minutos de

haber comenzado el viaje.
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Si analizamos el ejemplo anterior, podemos llegar a que el problema inverso sélo se puede resolver cuando la
distancia es menor o igual que la distancia entre Concepcidon y Temuco. Es decir, el dominio de D les igual al

recorrido de D que es el intervalo [0, 292.5]. En el contexto de definir de forma precisa la funcion D_l, es

natural preguntarse:
e ,;Cual es el codominio y recorrido de D"

e Es posible encontrar una férmula para D_l(x)?



INVERSA DE LA FUNCION LINEAL

Toda funcidon lineal de la forma f(x) = mx + b, con m # 0 tiene una funcidn inversa. Cuando m = 0 el
grafico de f es una recta horizontal, por lo que su recorrido es solo un punto, que es imagen de todos los
numeros reales.

En otras palabras, siempre que el grafico de f sea una recta oblicua, podemos resolver el problema inverso

para f, lo que se puede ver claramente al observar un grafico:
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Esto nos permite definir la funcidn inversa f “con dominio igual a todos los numeros reales.
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La funcidon inversa puede definirse incluso cuando el dominio de f esta restringido a un cierto intervalo,

digamos [a, b]. En este caso, el dominio de f

extremos a f(a) y a f(b).
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En todos estos casos, para encontrar una férmula para la funcion inversa, planteamos la ecuacion

1, . . . .
sera el recorrido de f, es decir, el intervalo que tiene como



y=f(x)=mx+b
y despejamos la variable x, obteniendo:

—b -1 —b
x =2t 5 o) =2k

Si bien a veces puede ser Util conocer esta férmula de memoria, mucho mas importante es comprender y

recordar la estrategia que lleva a su deduccion:
(1) Escribir y = f(x) usando la formula conocida para f(x).
(2) Despejar la variable x.

Aunque nosotros la hemos aplicado a funciones lineales, esta estrategia también es efectiva en situaciones
mas generales. En particular, plantear el problema en forma de ecuaciéon como en (1), es una de las ideas

fundamentales en matematicas. El paso (2), en este caso, es mas un tema de manejo algebraico.

Algo importante es que en la férmula para f_l(y) puedes reemplazar la variable y por cualquier otra que

quieras usar, jincluso puedes reemplazarla por x! Este cambio de nombre de la variable dependiente para

o 1 ,
escribir f “(x) es comun de hacer.

Finalmente, el grafico de la funcion f_lse puede obtener a partir del grafico de f reflejandolo a través de la
recta y = x, es decir a la diagonal de los cuadrantes | y lll en el plano cartesiano. Esto funciona bien al

considerar el dominio natural de f.



MODELO EXPONENCIAL PARA EL DECAIMIENTO DE C-14

Seguramente has escuchado noticias en las que un equipo de arquedlogos desentierran una momia y
determinan que vivié hace aproximadamente 20 mil anos. ;Cémo pueden determinar la época en que vivid la

momia sin mirar su carnet de identidad? La respuesta es la radiactividad.

En la naturaleza existen elementos como el Carbono 14 (C-14). Este corresponde a un elemento inestable o
radiactivo, es decir que tiene la propiedad de transformarse de manera espontanea en un elemento diferente.

Se crea natural y continuamente en la atmdsfera a partir del Nitrégeno excitado por rayos cdsmicos.

Existe un método de datacion por Carbono 14 que consiste en medir la cantidad de C-14 en una muestra
organica, y resolver el problema inverso asociado, es decir, determinar a partir de la medicién de C-14

presente en la muestra, el tiempo transcurrido desde su muerte hasta el momento de la medicidén.

Ahora, pensemos en desarrollar un modelo que nos permita estimar la cantidad de C-14 remanente en una

muestra al cabo de t anos desde la muerte del ser vivo que dio origen a la muestra.

La funcidn C(t) representa la cantidad de C-14 presente en una muestra transcurridos t afios desde la muerte

del ser vivo, y P es el periodo de semidesintegracién del C-14, que es de 5730 afos.

Realizando algunos calculos se puede llegar a que para tiempos que son multiplos enteros de P, es decir, de
laformat = n - P para algin ndmero n, la funcidon C(t) cumple la propiedad siguiente:



C(n-P)=ﬂz%L

Reescribiendo esta expresion en términos det = n - P, obtenemos:

c(t) = <&
2P

Esta funcion es, por lo tanto, buen candidato para modelar los datos, pues los reproduce con gran precision.

(Podemos usar esta funcidn para extrapolar?

Al analizar esta funcidon para tiempos que no son necesariamente multiplos enteros de P, podemos notar que:

C(0 C(0 C(t
ct + = = <0 - O
2 7 P

Es decir, la funcién cumple ademas con la propiedad de periodo de semidesintegracion para todos los valores

de t, y tiene por lo tanto sentido utilizarla para modelar el decaimiento de C-14.

Es comun escribir esta funcién de la forma:

t

ct) =c) -2 "

Podemos reconocer que se trata de una funciéon exponencial.



INVERSA DE LA FUNCION EXPONENCIAL

__t
2 5.730

Al despejar t en la expresion 43340 - = 20000 hemos resuelto el problema inverso de manera

analitica, en lugar de graficamente. Para ello ha sido esencial el uso de logaritmo, especificamente para

despejar el exponente a partir de la propiedad:
X.
loga(a ) =x

Recordemos quesia > 0,a # 1, entonces f(x) = a" define una funcién exponencial, cuyo dominio son todos

los nimeros reales y cuyo recorrido son los reales positivos.

Usando lo anterior, tenemos que:
y = a es equivalente a decir que x = logay
es decir:

.7 .7 . X
e Lafuncidon loga x es la funcidn inversade a'.

., X s .
e Lafuncidn a es la funcion inversa de loga X.

Recordemos que el dominio de la funcién logax son todos los niumeros positivos, y su recorrido son todos los

ndmeros reales.

LA FUNCION INVERSA

Si una funcion f: A - B cumple que cada elemento de B tiene una Unica preimagen, entonces podemos
- . -1 ., .
definir su inversa, que denotamos <como f :B—> A Esta funcion se define como

F'(y) = x siysolosi y = f(x). Es decir f_'(y) es igual a la Unica preimagen de y.

Esta condicidn se puede visualizar usando diagramas sagitales:



Este tipo de diagramas también nos pueden ayudar a visualizar distintas propiedades de la funcién inversa:
e Dom(f ) = Rec(f).
e Rec(f ) = Dom(f).
° f_l(x) = t esequivalentea f(t) = x.
o (f° HW=x

e (f°fH=x

Por otra parte, al graficar la funcién inversa hemos observado que:

e Los graficos de f y de f_1 son simétricos respecto de la recta y = x, es decir, los graficos se obtienen
uno del otro intercambiando las coordenadas del eje X por las del gje .

GRAFICO DE LA FUNCION INVERSA

Consideremos el grafico de la funcidn f(x) = % X+ % x+1
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Observamos a partir de este grafico que la funcion es creciente. Como hemos visto antes, esto asegura que la
funcién tiene inversa.

Ademas, consideremos un punto (a, b) que esté en el grafico.

Que el punto (a, b) esté en el grafico de f significa que b = f(a). Entonces, a = f_l(b), por lo que el punto
(b, a) estd en el grafico de £ .
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Notemos que los puntos (a, b) y (b, @) son simétricos con respecto a la rectay = x.

Recta y =z

be ————9(a,b)

Y
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Si hacemos esto para todos los puntos del grafico, obtenemos el grafico de f_l.

Recta y =z




Asi, el grafico de f_1 es la reflexidn con respecto a la recta y = x del grafico de f.
;_CUANDO HAY INVERSA?

Cuando conocemos el grafico de una funcion, siempre lo podemos reflejar a través de la recta y = x, es decir,
podemos dibujar este grafico intercambiando los roles de los ejes X e Y. Sin embargo, en algunos casos, el
grafico obtenido por esta reflexidn no representa a una funcién. Esto ocurre justamente cuando el problema
inverso para la funcidn original no tiene una unica solucion, por ejemplo, esto es el caso del grafico de la
funcion f = sen(x).

-2

-4

Y algo similar ocurre, por ejemplo, para la funcidon y = K.
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En esos casos, no podemos definir una funcién inversa para toda la funcién.

Cuando el problema inverso tiene una Unica solucion, decimos que la funcion es inyectiva. En este caso, para

cada valor de la imagen, hay una Unica preimagen que le corresponde.

Un ejemplo de funciones que siempre son inyectivas son las funciones estrictamente crecientes, como por

ejemplo, todas las funciones potencias f(x) = x" cuando n es un ndmero impar. Y por supuesto también las

funciones que son estrictamente decrecientes. Estas funciones siempre tienen una funcion inversa.

La propiedad de inyectividad la podemos comprender también a partir de un diagrama sagital.
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Lo que vemos, es que en el caso de una funcidn inyectiva, cada imagen corresponde a la punta de una Unica
flecha. Mientras que en el caso de una funcidon que no es inyectiva, existe una o mas imagenes que

corresponden a la punta de mas de una flecha.

RESTRICCION DEL DOMINIO

Una manera de “forzar” la inyectividad de una funcion se puede lograr eligiendo solo una preimagen cuando

hay multiples opciones. Veamos la siguiente figura.

En este ejemplo, vemos que hay dos elementos del codominio de f con dos preimagenes.

Si eliminamos las preimagenes “sobrantes”, achicamos el dominio de la funcién, pasando de 4 a A'. Al

considerar este nuevo dominio, obtenemos una funcidn que si es inyectiva.

e, B
Sy
0
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Pero, ;como elegir cual preimagen preservar, y cuales eliminar? Imaginemos una situacion: supongamos
que nos encontramos en un puente y lanzamos una pelotita. En primer lugar, sube sobre la altura del puente

y luego comienza a caer, de tal manera que podemos describir su trayectoria usando el siguiente grafico:

—2

En el ejemplo de la situacidn anterior, podemos usar el contexto para separar la trayectoria en dos: cuando

va subiendo, y cuando va bajando. En estos casos, por separado, el problema inverso tiene una Unica solucion.

LA RAIZ CUADRADA

La funcion dada por f(x) = x no es invertible cuando consideramos su dominio natural. Sin embargo, tiene

inversa si consideramos en su dominio sélo los numeros positivos y el cero, es decir, el intervalo [0, oo].

o -1 .
En este caso, a la funcién inversa f ~ le llamamos raiz cuadrada. Esta inversa ya la conoces y la usas, pues

comunmente se le anota como -/ . Tenemos entonces:

A/ [0,00[ = [0, 0]

Formalmente esta es la definicién de la funcidn+/ . Acd hemos tomado una convencién: el resultado de una

raiz cuadrada es Unico y siempre mayor o igual a 0.



. , . [2 P , ..
Una observacion importante es que para un numero x cualquiera, \/x debe ser el Unico numero positivo que

2 . . .
elevado al cuadrado da como resultado x . Si no sabemos de antemano si x es positivo o negativo, y para

cubrir todas las posibilidades, utilizamos la formula:

Por ejemplo:

e3P =3 =352 =15 =5 A+ 1) = |x+1
OTRA POSIBLE INVERSA DE y = x°

La funcion dada por f(x) = x también puede restringirse al intervalo | — oo, 0], en donde es estrictamente
decreciente, y por lo tanto en este caso también obtenemos una funcion inversa. Sin embargo esta inversa no
es la raiz cuadrada.

. . . , -1
Precisamente, la inversa en este caso se expresa mediante la formula f "(x) = - \/;c

En general, cuando es posible restringir el dominio de una funcidn para obtener una inversa decimos que la
funcién posee inversa local. Y cuando la funcidn tiene inversa en su dominio natural, es decir, cuando no es
necesario restringir el dominio, decimos que la inversa es global.

. 2 . .
De esta manera, la funcidon f(x) = x posee inversas locales, pero no posee una inversa global.

Por otra parte, hemos visto que las funciones lineales y las funciones exponenciales si tienen inversas
globales.

SINTESIS

e Toda funcidn lineal, es decir, de la forma f(x) = mx + b, tiene una funcion inversa asociada, excepto
en el casoenquem = 0.

e El dominio natural de la inversa de una funcidn lineal son todos los reales, pero también es posible
invertir funciones lineales definidas en intervalos.

e Para hallar una férmula para la inversa de f(x) = mx + b una estrategia posible se basa en plantear
la ecuacion y = mx + by despejar la variable x. La expresion resultante corresponde a f_l(y).

e El grafico de la funcidn f_lse puede obtener a partir del grafico de f, reflejando este respecto de la
rectay = x.
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El decaimiento del C-14 se puede modelar a través de una funcidon exponencial. El procedimiento de

datar usando el C-14 corresponde a un problema inverso.

Para a > 0, a # 1, la funcién a" tiene como dominio R y como recorrido ]0, oo[. Si restringimos su

codominio a ]0, o[, su inversa es la funcién logax cuyo dominio es ]0, oo[ y recorrido es R .

Si una funcion f: A > B cumple que cada elemento de B tiene una Unica preimagen, entonces

- . -1 . . .
podemos definir su inversa, que denotamos como f : B — A. Esta funcion se define por la expresion:

Fly) =x siysolosi y = f(x)

Si una funcion f es invertible, el grafico de f_les la reflexidn con respecto a la recta y = x del grafico
de f.

Para que una funcion tenga inversa es necesario que sea inyectiva, es decir que para cada imagen haya
una sola preimagen.

Si una funcidn es estrictamente creciente o estrictamente decreciente entonces automaticamente es
inyectiva.

Si podemos restringir el dominio de una funcidn para obtener una inversa decimos que la funcidon
posee inversa local.

Cuando una funcidn tiene inversa en para todo su dominio natural, es decir, cuando no es necesario

restringir el dominio, decimos que tiene inversa global.
La funcidn \/7: [0,00[ — [0, 0] es la funcidn inversa de f(x) = x* cuando restringimos su dominio a

[0, oo[.

/7 2 7).
La férmula\/x = |x| es valida para todo x.
Usar herramientas graficas nos ayuda a visualizar dominio, recorrido y comportamiento de la funcién

inversa.

Recursos y links de interés

= CALCULADORA DE FUNCIONES INVERSAS, SOLO LA PARTE ALGEBRAICA

Por otra parte, te presentamos una calculadora de funciones inversas (sélo la parte algebraica). Te
sugerimos que la utilices para comprobar tus calculos y resolver dudas durante tu estudio.

https://es.symbolab.com/solver/function-inverse-calculator/inversa%20f%5Cleft%28x%5Cright%29%
3Dx%5E370r=ex



https://es.symbolab.com/solver/function-inverse-calculator/inversa%20f%5Cleft%28x%5Cright%29%3Dx%5E3?or=ex
https://es.symbolab.com/solver/function-inverse-calculator/inversa%20f%5Cleft%28x%5Cright%29%3Dx%5E3?or=ex

