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Apuntes Unidad 2

Planos en el espacio
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DETERMINACION DE UN PLANO

Para nombrar un plano en el espacio es comun utilizar letras del alfabeto griego:
a, B, vy, m, etc. Este plano, puede ser determinado o no, por puntos o rectas con ciertas
caracteristicas:

e Dos rectas paralelas no coincidentes en el espacio 3D determinan un plano.
e Dos rectas que se cruzan y que no se cortan en el espacio, no determinan un

plano. Para esto, trazamos segmentos entre las dos rectas con la intencidon de
mostrar que efectivamente estas no generan un plano, sino que una superficie curva.

e Dos rectas secantes en el espacio 3D determinan un plano.
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e A partir de tres puntos no colineales en el espacio se pueden construir 3 rectas. Al
considerar cualquier par de estas rectas, se define el mismo plano.
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Por ejemplo, a partir de los puntos A, B y C se puede construir:

e larecta que pasa por A y B, que llamaremos L1‘
e larecta que pasa por By C, que llamaremos Lz'

e larecta que pasa por Ay C, que llamaremos L3.
Luego, el plano que definen L1 y L2 es el mismo que el que definen L2 y L3 Y, L1 y L3.

En sintesis, un plano en el espacio queda definido de forma Unica por: una recta y un punto
exterior a ella, dos rectas secantes, dos rectas distintas que son paralelas, o bien, tres
puntos no alineados. Ademads, como sabemos que el vector director de una recta no es
unico, podemos elegir cualquier vector director de una recta perpendicular.

ECUACION VECTORIAL DE UN PLANO QUE PASA POR EL ORIGEN

Hemos observado que los puntos del plano definido por la recta L1’ que tiene vector

director d1 , vy la recta L2 que tiene vector directordz, son exactamente aquellos puntos
(x,y, z) tales que:
<$, Y, Z> = Ay + ,U'd2

Con Ay p numeros reales. Esta expresion se conoce como la ecuacidn vectorial de un plano
que pasa por el origen. Notemos que como las rectas L, vy L, son secantes, los vectores
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directores d1 yd2 a partir de los cuales se define el plano no son paralelos.
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ECUACIONES PARAMETRICAS DE UN PLANO

A partir de la ecuacion vectorial del plano es posible escribir cada componente por
separado en funcién de los pardmetros Ay u de la ecuacion vectorial. Al hacer eso, se
obtienen tres ecuaciones que se conocen como ecuaciones paramétricas del plano. Por
gjemplo, en el caso del plano 7 definido a partir de la ecuacidon vectorial
<xy,z> =A<2-053> 4+ upu<3-10> se obtienen las siguientes
ecuaciones paramétricas:

x=2-A4+3-pn y==—05-A—yp z=3-A

Notemos que el sistema de tres ecuaciones paramétricas es equivalente a la ecuacion
vectorial del plano.

ECUACION CARTESIANA DE UN PLANO

A partir del procedimiento anterior encontramos una expresion de la forma
ax + by + cz = 0 que cumplen los puntos (x, y, z) que pertenecen a un plano en el espacio
que pasa por el origen. A esta expresion se le conoce por ecuacion cartesiana del plano.

Notemos que en la ecuacidén cartesiana del plano, no pueden ser todos los coeficientes
iguales a cero, es decir, no puede serquea = 0, b = 0, yc = 0. Puesto que si este fuera el
caso, la ecuacidn seria 0 = 0 y esta ecuacion es satisfecha por todos los puntos (x, y, z) del
espacio y no solo aquellos que pertenecen al plano.

Mas aun, los puntos (x, y, z) que satisfacen una ecuacion de la formaax + by + cz = 0, con
a, b, o cdistintos de cero definen un plano. Mas adelante, veremos como obtener la
ecuacion vectorial de este plano.

Notemos ademas que tal como ocurre con las ecuaciones cartesianas de rectas en el plano,
al amplificar la ecuacidn cartesiana de un plano por una constante k # 0, la ecuacion
resultante representa el mismo plano.

El siguiente proceso permite obtener la ecuacién cartesiana de un plano que pasa por el
origen a partir de su ecuacion vectorial:

e En primer lugar, a partir de la ecuacion vectorial generamos el sistema de tres
ecuaciones parameétricas.
Luego, combinamos las ecuaciones del sistema para eliminar los parametros.
Finalmente, se obtiene la expresion ax + by + cz = 0
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ECUACION VECTORIAL DE UN PLANO

Un plano en el espacio corresponde al conjunto de puntos (x,y,z) para los que existen
escalares A y p tales que:

(x,y,2) = P+ + ,ud_é

en donde,
e Pesun punto en el plano, y el vector Pse denomina vector posicion del plano.
e Los vectores d1 yd2 son vectores no paralelos llamados vectores directores del

plano.

La expresion anterior se conoce como ecuacion vectorial del plano.

La ecuacidn anterior describe al plano generado por dos rectas secantes en P de vectores

directores d1 ydz. Ella describe que los puntos del plano son obtenidos posicionandose en

el punto P y trasladandose en la direccién de los vectores d1 y dz. Notemos que se puede

usar cualquier punto del plano, no solo P para escribir su ecuacion vectorial.
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Observacion: A diferencia de la ecuacidn cartesiana del plano, existen muchas maneras de
describir el mismo plano mediante ecuaciones vectoriales:

Tomando cualquier punto que pertenezca al plano para definir el vector posicion.
Tomando cualquier par de vectores no paralelos que sean vectores directores de
rectas incluidas en el plano.

Lo anterior implica que dos ecuaciones vectoriales que describen un mismo plano pueden
tener apariencias muy diferentes.

SINTESIS

Un plano en el espacio queda definido de forma unica por:
o Unarectay un punto exterior a ella
o Dos rectas secantes
o Dos rectas distintas que son paralelas
o Tres puntos no colineales, o bien
o Un vector normal al plano y un punto del plano.

Para nombrar un plano en el espacio es comun utilizar letras del alfabeto griego:
a, B, vy, m, etc.

Las posiciones relativas entre una recta y un plano en el espacio:
o Una recta puede ser paralela a un plano. En este caso su interseccion es
vacia.
o Una recta puede ser secante a un plano. En este caso su interseccion es un
punto.
o Una recta puede estar contenida en un plano. En este caso su interseccion
son todos los puntos de la recta.

También, se presentaron las posiciones relativas de planos en el espacio:
o Dos planos pueden ser paralelos. En este caso su interseccion es vacia.
o Dos planos pueden ser secantes. En este caso su interseccion es una recta.
o Dos planos pueden ser coincidentes. En este caso su interseccion
corresponde a todos los puntos del plano.

En esta leccién aprendimos que en un sistema de coordenadas 3D se pueden
representar planos de tres maneras diferentes: mediante ecuaciones vectoriales,

paramétricas y cartesianas.
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e La ecuacion vectorial de un plano definido por las rectas L1 y L2 , cuyos vectores
directores son d1 ydz, respectivamente, es

(z,y,2) = P+ i + pdy

e En esta ecuacién, los pardmetros A y p son numeros reales y P es un punto del

plano. Ademads, un plano pasa por el origen cuando P = (0,0, 0).

e las ecuaciones paramétricas de un plano permiten representar dicho plano
mediante una ecuacidn cartesiana. Para esto, es necesario eliminar los parametros A
y u con el propdsito de obtener una Unica ecuacidon expresada solamente en

términosde x, yy z

e La ecuacion cartesianade un planoes ax + by + cz + d = 0.En esta ecuacion
a,b,cyd son numeros reales. Ademds, un plano pasa por el origen cuando d es

igual a cero.



