oUMA
Y SIQUE

Material Pedagdgico Complementario

Fichas Taller 2: Semejanza

CMMEdu

Laboratorio de Educacié !‘!iﬁ =
E%“ﬁ‘c'x%‘l’"?“" unesco

Sahmn Commpidd Citedra

Centro de Modelamient:
Matematico




fcfm

Introduccion

En este taller se explor6 el concepto de semejanza y sus aplicaciones. En primer lugar, se
examinaron criticamente las nociones intuitivas de semejanza, a fin de establecer una
definicion formal basada en transformaciones geométricas. Luego, se analizaron las
propiedades geométricas que se conservan en figuras semejantes y la relacién entre
semejanza y congruencia. Ademas, se demostré que la semejanza cumple con las
propiedades de una relacion de equivalencia. Posteriormente, se profundizé en la
congruencia de figuras geométricas para deducir un criterio de semejanza para poligonos
convexos Yy ftres criterios especificos para triangulos. Finalmente, se aplicaron estas
propiedades y criterios de semejanza en triangulos para deducir teoremas fundamentales
en la geometria escolar.

Las fichas que conforman este apartado contemplan los siguientes contenidos disciplinares:

Definicion de semejanza

Relaciones entre semejanza y congruencia
Propiedades de la semejanza

Criterio de semejanza de poligonos convexos
Criterios de semejanza de triangulos

Relaciones de semejanza en el triangulo rectangulo
Teoremas en el triangulo rectangulo
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1. Definicion de semejanza

Dos figuras U y V son semejantes si y solo si existe una composicion de
transformaciones geométricas de homotecias e isometrias que llevan una figura a la
otra. Si U es semejante con V', sedenota U ~ V.

En los siguientes ejemplos se muestra la composicion de transformaciones geométricas
que llevan una figura a la otra, lo que permite determinar su semejanza.

1. Dos figuras semejantes relacionadas mediante una homotecia y una reflexion.
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K
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k=15
3. Dos figuras semejantes relacionadas mediante una homotecia y una traslacion.
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Comentarios

e El orden en que se realiza la composicién de transformaciones geométricas de
homotecia e isometria no afecta la semejanza de las figuras. No obstante, las
transformaciones geométricas y sus elementos cambian en un orden y en el otro.

e Si en la composicion de transformaciones geométricas que llevan una figura a la
otra se identifica una secuencia de mas de una homotecia e isometria, se puede
comprender como una Unica semejanza.

Ubicacion

Taller: Semejanza
Actividad: Semejanza
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2. Relaciones entre semejanza y congruencia

A partir de la definicion formal de semejanza, es posible determinar que dos figuras
semejantes siempre conservan las siguientes caracteristicas geométricas entre sus
imagenes y preimagenes:

e La distancia entre dos puntos de la imagen es proporcional a la distancia entre los
puntos de sus preimagenes.
e Dado un punto que esta entre otros dos, su imagen esta entre las imagenes de

dichos puntos.

Las imagenes de puntos colineales también son colineales.

La medida de los angulos de la imagen es congruente con la medida de los
angulos de la preimagen.

Por otro lado, es posible establecer que si dos figuras son congruentes entonces son
siempre semejantes. Pero si dos figuras son semejantes, no necesariamente son
congruentes.

Comentarios

e En base a las caracteristicas que se conservan en una semejanza, es posible
analizar la semejanza de figuras con lados curvos, figuras con “agujeros”, o
incluso figuras no cerradas formadas por angulos u objetos desconectados.

e Dos figuras semejantes son congruentes si y solo si se utiliza la homotecia como
identidad (¥ =1) enla composicion de la semejanza.

Ubicacion

Taller: Semejanza
Actividad: Semejanza
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. 3. Propiedades de la semejanza

Consideremos las figuras U, V y W, entonces la semejanza cumple las siguientes
propiedades:

1.

Reflexiva: U ~ U .
Toda figura es semejante consigo misma.

Simétrica: SiU ~ V, entonces V ~ U .
Si dos figuras son semejantes, entonces la semejanza es reciproca.

Transitiva: SiU ~V y V ~ W, entonces U ~ .
Si una figura es semejante con otra, que a su vez es semejante a una tercera
figura, entonces la primera figura es semejante con la tercera.

Comentarios

Estas propiedades se pueden demostrar identificando las transformaciones
geométricas que justifican la semejanza en cada caso: identidad, inversa y
compuesta respectivamente.

Una relacion que cumple estas tres propiedades se conoce como relacion de
equivalencia. Entonces, la semejanza es una relacion de equivalencia. Otras
relaciones de equivalencia son la igualdad y la congruencia

Ubicacion

Taller: Semejanza
Actividad: Semejanza
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4. Criterio de semejanza de poligonos convexos

El criterio de semejanza de poligonos convexos permite verificar que dos poligonos
convexos si cumplen con dos condiciones: sus angulos correspondientes son
proporcionales y sus lados respectivos son proporcionales.

En base a lo anterior, es posible establecer las siguientes relaciones de semejanza:

Dos cuadrados son siempre semejantes

Dos rectangulos no son siempre semejantes

Dos rombos no son siempre semejantes

Dos poligonos regulares con el mismo numero de lados son siempre semejantes.

Comentarios

e Si bien la definicibn de semejanza como composicién de transformaciones
geométricas de homotecia e isometria es precisa y se puede aplicar a todo tipo de
figuras, en la practica no siempre es posible o inmediato identificar los elementos
de las transformaciones geométricas que se componen.

Ubicacion

Taller: Semejanza
Actividad: Semejanza
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[ T ] 5. Criterios de congruencia de triangulos

En base al criterio de semejanza de poligonos convexos, es posible establecer tres
condiciones llamadas criterios de semejanza de triangulos que permiten determinar la
semejanza de dos triangulos.

e Criterio LLL (Lado-Lado-Lado):
Si los tres lados de un triangulo son proporcionales a los lados correspondientes
de otro tridngulo, entonces los triangulos son semejantes.

e Criterio LAL (Lado-Angulo-Lado):
Si dos lados de un triangulo son proporcionales a los lados correspondientes de
otro triangulo y el angulo que forman es congruente en ambos, entonces los
triangulos son semejantes.

e Criterio AA (Angulo-Angulo):
Si dos angulos de un triangulo son congruentes a los angulos correspondientes de
otro triangulo, entonces los triangulos son semejantes.

Comentarios

e En este taller, los tres criterios de semejanza de tridngulos se demostraron de
manera analoga, siguiendo los siguientes pasos:

Paso 1: Probar que AABC ~ NA'B’C’ con homotecia.

Paso 2: Determinar que AA'B'C' = ADEF con criterios de congruencia de
triangulos.

Paso 3: Concluir que AABC ~ ADFEF con propiedades de la semejanza y las
relaciones entre congruencia y semejanza.

Ubicacion

Taller: Semejanza
Actividad: Semejanza
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6. Relaciones de semejanza en el triangulo rectangulo

Al trazar la altura desde el vértice correspondiente al angulo recto de un triangulo

rectangulo, se forman dos triangulos rectangulos que son semejantes al triangulo original
y también semejantes entre si.

Sea el triangulo ABC' rectangulo en C' 'y CD es la altura del vértice C'. Entonces
ANABC ~ ANCBD ~ ANACD.

B
G J
c A F E H

Comentarios

e La demostracion de estas relaciones de semejanza en el triangulo rectangulo se
obtiene como aplicacion del Criterio AA de semejanza de triangulos y la propiedad
transitiva de la semejanza.

Ubicacion

Taller: Semejanza
Actividad: Aplicaciones de la semejanza
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7. Teoremas en el triangulo rectangulo

En base a las relaciones de semejanza en el triangulo rectangulo, es posible determinar
la proporcionalidad entre los lados de los triangulos que se forman al trazar la altura del
vértice que corresponde al angulo recto en un tridngulo rectangulo, que se resumen en
los siguientes teoremas geométricos.

Sea el triangulo ABC rectangulo en C', con CD la altura del vértice C' y las medidas de
sus lados como se muestra en la imagen:

C

Teorema de Euclides
La altura h y los catetos a y b satisfacen las siguientes relaciones:

° h2:qp
Y a2:pé
b? = g¢

Teorema de Pitagoras
El cuadrado de la hipotenusa c es igual a la suma de los cuadrados de los catetos a y b.

o =da’+1

Reciproco del Teorema de Pitagoras
2

. . .. . .z 2 2
Si las medidas de un triangulo son a, b y ¢ y satisfacen la relacion a” + b° = c*,
entonces el triangulo es un triangulo rectangulo.

Comentarios

e En el estudio de la geometria escolar, estos teoremas generalmente se prueban a
partir de otras nociones matematicas, pero en este taller los dedujimos como una
aplicacion directa de la semejanza de triangulos.

e Al utilizar los resultados de semejanza y congruencia de triangulos, resumidos en
el Teorema de Euclides, se facilita la deduccion tanto del Teorema de Pitagoras
como de su Reciproco.
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Ubicacion

Taller: Semejanza
Actividad: Aplicaciones de la semejanza
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